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Resumo

Este trabalho aborda o problema do desenho de códigos espácio-temporais para si-
stemas de comunicação multiple-input multiple-output (MIMO) sem fios. Considera-se
o contexto realista e desafiante da recepção não-coerente (a realização do canal é desco-
nhecida no receptor). O detector conhecido como generalized likelihood ratio test (GLRT)
é implementado no receptor e, ao contrário da maioria das abordagens actuais, permite-se
uma estrutura de correlação arbitrária para o rúıdo gaussiano de observação. Apresenta-
se uma análise teórica para a probabilidade de erro do detector, em ambos os regimes
assimptóticos de relação sinal-rúıdo (SNR) alta e baixa. Essa análise conduz a um critério
de optimalidade para desenho de códigos e permite uma re-interpretação geométrica do
problema abordado como um problema de empacotamento óptimo num producto Carte-
siano de espaço projectivos. A construção dos códigos implica a resolução de um problema
de optimização não-linear, não-diferenciável e de dimensão elevada, o qual foi abordado
aqui em duas fases. A primeira fase explora uma relaxação convexa do problema original
para obter uma estimativa inicial. A segunda fase, refina essa estimativa através de um
algoritmo iterativo de descida do gradiente ao longo de geodésicas, explorando-se assim
a geometria Riemanniana imposta pelas restrições de potência sobre os códigos espácio-
temporais. Mostra-se que o desempenho dos novos códigos obtidos por este método excede
o das soluções previamente conhecidas. De facto, para algumas configurações particulares,
estas novas constelações atingem o limiar de Rankin e são por isso garantidamente óptimas.

Palavras-chave: MIMO, comunicação não-coerente, códigos espácio-temporais, variedades
Grassmannianas, capacidade de canal.
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1.2 Contéudo do Trabalho, Contribuições e Publicações . . . . . . . . . . . . . . 6
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com o śımbolo “o”: códigos unitários. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.3 EMPACOTAMENTO NO ESPAÇO PROJECTIVO COMPLEXO: Com-

paração entre as melhores configurações dos códigos propostos (MB) de K
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nos últimos anos houve um grande aumento na procura de sistemas móveis de comu-

nicações de dados, com altas taxas de transmissão e qualidade apurada na ligação, desti-

nados às mais variadas aplicações. Embora os benef́ıcios da utilização de receptores com

múltiplas antenas sejam conhecidos há muito tempo, o ganho de diversidade e aumento

da capacidade alcançados pelo uso de antenas múltiplas, quer do lado do receptor quer do

lado do emissor, apenas foram recentemente entendidos.

Winters [1] foi um dos primeiros a provar que os sistemas multiple-input multiple-

output (MIMO) proporcionam o aumento da capacidade de transmissão. Por outro lado,

Paulraj e Kailath demonstraram que sistemas de acesso múltiplo por divisão de código

(CDMA–Code Division Multiple Access) e equipados com antenas múltiplas podem au-

mentar consideravelmente a capacidade de transmissão, quando comparados com sistemas

single-input single-output (SISO). Apenas mais tarde, Telatar [2] provou os resultados

fundamentais sobre a capacidade de transmissão de um sistema MIMO. Estes resultados

foram desenvolvidos independentemente e tiveram por base considerações práticas da au-

toria de Foschini et al. [3]. Em termos da teoria de informação, um grande avanço destes

resultados é que, quando a relação sinal-rúıdo (SNR–Signal-to-Noise Ratio) é alta, a ca-

pacidade de canais com antenas múltiplas aumenta linearmente com o menor dos números

de antenas de transmissão e recepção. Isto foi decisivo para o ińıcio do desenvolvimento

de códigos espácio-temporais (STC–Space Time Codes), com o objectivo de explorar as

diversidades, tanto espaciais como temporais, com vista à maximização da capacidade do

canal.

O ponto chave do desenvolvimento de STC foi originalmente proposto em [4], sob

a forma de códigos de trellis, os quais exigem a utilização do algoritmo de Viterbi no

receptor. Estes códigos, chamados códigos espácio-temporais de trellis (STTC–Space Time

Trellis Codes), proporcionam um ganho de diversidade igual ao número de antenas de

transmissão, para além de um ganho de codificação que depende da complexidade do

código, ou seja, do número de estados de trellis, sem qualquer perda de eficiência de

banda. Quando o número de antenas é fixo, a complexidade de descodificação de STTC,

medido pelo número de estados de trellis no descodificador, aumenta exponencialmente

em função do ordem da diversidade e da taxa de transmissão.

Em termos da complexidade de descodificação, Alamouti [5] introduziu um notável

esquema espácio-temporal de codificação por blocos, para a transmissão com duas ante-
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2 Introdução

nas. Este esquema, suportado no método de máxima verossimilhança (ML–Maximum

Likelihood), é baseado no processamento linear e na detecção escalar no receptor. A sua

estrutura muito simples e a transformação linear da construção de Alamouti, tornam-

na num esquema muito atractivo de tal forma que actualmente faz parte dos wideband

(CDMA) e CDMA-2000.

Tarokh et al. [6] estabeleceu a teoria de códigos espácio-temporais por blocos (STBC–

Space Time Block Codes), usando desenhos ortogonais [7, 8] para criar uma analogia com

o código de Alamouti, para o uso de mais de duas antenas de transmissão. A estrutura

ortogonal destes códigos permite o uso do descoficador linear ML. À medida que o número

de antenas de transmissão cresce, a taxa de dados dispońıveis com desenhos ortogonais

torna-se pouco atraente. Dáı provém o recente interesse no desenho dos códigos lineares

não ortogonais, como por exemplo, os códigos de dispersão linear (LDC–Linear Dispersion

Codes) [9] e o código de Golden [10].

Os STC em camadas, desenvolvido nos laboratórios Bell (BLAST) [3], podem ser

considerados como uma categoria especial de STBC, onde fluxos de dados independentes

são transmitidos através de diferentes antenas, maximizando assim a taxa média de dados

do sistema MIMO.

As arquitecturas espácio-temporais por camadas existentes são várias, diferindo entre

si pelo uso ou não de código para o controlo de erros e/ou pela maneira como os śımbolos

modulados são associados às antenas de transmissão. Neste contexto incluem-se as arqui-

tecturas verticais [11], horizontais [12], diagonais [12] e as arquitecturas espácio-temporais

por camadas threaded [13]. De forma a realizar a detecção de śımbolo, o receptor deve esti-

mar (descodificar) o canal, usando uma das várias formas posśıveis. A complexidade da

descodificação ML pode ser elevada, quando são utilizadas muitas antenas ou modulações

de ordem superior. Neste contexto, foram propostas variantes a estas arquitecturas, como

por exemplo a sphere decoding [14]. Outra estratégia popular de descodificação, baseada no

BLAST vertical, é conhecida como anulação e cancelamento, que é parecida com o cancela-

mento sucessivo da interferência (SIC–Successive Interference Cancellation), proposto para

a detecção de múltiplos utilizadores em receptores CDMA [15]. Embora existam várias

arquitecturas para o receptor, as quais podem suportar a diversidade espacial máxima do

canal MN1, a técnica de anulação e cancelamento, em combinação com a estimativa de

mı́nimo erro quadrático médio (MMSE–Minimum Mean Square Error), permite atingir a

capacidade do canal. Para obter mais detalhes veja, e.g., [16, Chapter 8].

X
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Tx h1N

h11

h12

hM1

hMN

1

2

N
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Figura 1.1: Sistema MIMO

1Mede-se pelo número de caminhos diferentes posśıveis entre o transmissor e o receptor, ver figura 1.1.

Note-se que no regime de alta SNR, Pe ≤ c · SNR
−d onde Pe representa a probabilidade de erro média, c

é uma constante e d é a diversidade do canal.
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Na sequência das primeiras publicações, a codificação espácio-temporal foi rapidamente

reconhecida por parte do meio académico, da indústria e dos governos. Nos últimos anos,

um grande número de livros e artigos sobre a codificação espácio-temporal, foi publicado

em todo o mundo. Informação detalhada acerca de algumas tecnologias fundamentais, ju-

ntamente com um levantamento dos principais contributos deste campo e as generalizações

para os canais com frequência-selectiva, pode ser encontrada em [17, 18, 19, 20].

A descodificação de STC requer o conhecimento do canal por parte do receptor. No

caso do cenário de canal com desvanecimento lento (slow fading), quando o canal pe-

rmanece aproximadamente constante, para muitos intervalos de śımbolo, a estabilidade do

canal permite que o receptor seja treinado (e.g., enviando śımbolos piloto), a fim de adquirir

a informação de estado do canal (CSI–Channel State Information). Isto é normalmente

designado por detecção coerente. No entanto, no caso do canal com desvanecimento rápido

(fast fading), a CSI muda para um novo valor, quase independente, antes do receptor

conseguir aprendê-la através dos śımbolos piloto. Usando antenas múltiplas no transmissor

aumenta-se o número de parâmetros a serem estimados no receptor, o que torna este

problema ainda mais dif́ıcil. Isto faz com que a detecção não-coerente, no qual o receptor

detecta os śımbolos transmitidos sem ter a informação da realização do canal, seja atractiva

para o cenário de canal com desvanecimento rápido.

Este trabalho trata exclusivamente de comunicação não-coerente. Segue-se o resumo

das mais recentes tecnologias MIMO para comunicações não-coerentes.

1.1 MIMO Comunicações Não-Coerentes

Trabalho anterior. A capacidade dos sistemas não-coerentes com antenas múltiplas foi

estudada em [21, 22]. Partindo das hipóteses: 1) rúıdo (de observação) branco gaussiano

aditivo e, 2) canal Rayleigh, foi demonstrado que a matriz do sinal que atinge a capaci-

dade, é escrita da seguinte forma: S = ΦV , em que Φ é uma matriz T × T unitária e

isotropicamente distribúıda [23], e V é uma matriz T×M independente, real, não negativa

e diagonal, em que M e T designam o número de antenas de transmissão e o comprimento

do intervalo de coerência, respectivamente. Foi igualmente provado que, no regime de alta

SNR ou quando T é muito maior do que M , a capacidade pode ser alcançada utilizando

uma constelação de matrizes unitárias como códigos.

Além disso, em [24] foi demonstrado que, sob a hipótese de uso de códigos com igual

potência no regime de alta SNR, os códigos unitários optimizam o union bound (UB) para a

probabilidade de erro. Consequentemente, quando a SNR é alta, as constelações unitárias

são óptimas, tanto do ponto de vista da capacidade como da probabilidade de erro por

śımbolo (SER–Symbol Error Rate). As constelações unitárias óptimas correspondem aos

empacotamentos óptimos em variedades de Grassmann [25]. Em [26, 27] foi apresentado

um método sistemático para a construção de constelações unitárias espácio-temporais.

Em [28], os algoritmos de Sloane [29] para produção dos empacotamentos no espaço real

de Grassmann, foram generalizados ao espaço de Grassmann complexo. Para um pequeno

número de antenas de transmissão, utilizando a distância chordal [30] como critério de de-

senho, certas constelações sofreram melhorias em termos da taxa de erro por bit (BER–Bit

Error Rate), quando comparadas com as constelações unitárias espácio-temporais aprese-
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ntadas em [26]. Em [31] foi estudado o problema do desenho das constelações do sinal para

canais não-coerentes multiantena, com desvanecimento de Rayleigh. A consideração do

UB para a probabilidade de erro introduziu uma nova noção de distância para a variedade

de Grassmann. Assim, foi introduzido um método iterativo para a construção de códigos

chamado actualização sucessiva. Os códigos obtidos através deste método, em contraste

com [26, 28], alcançam a diversidade espacial máxima do canal.

Em [32] foi apresentada uma famı́lia de códigos espácio-temporais adaptados para

sistemas MIMO não-coerentes. Estes códigos utilizam todos os graus de liberdade do

sistema, e foram constrúıdos como os códigos sobre variedades de Grassmann, pelo mapa

exponencial [33]. Recentemente, em [34, 35] foram apresentadas algumas simplificações

sub-óptimas de descodificação para a classe de códigos unitários espácio-temporais, obtidos

também através do mapa exponencial. Em [36] os autores consideraram comunicações não-

coerentes em canais MIMO, com desvanecimento não-selectivo de Rayleigh. Usando uma

análise de perturbação no sub-espaço foi determinada uma métrica para a definição da

distância entre pontos de constelação de Grassmann, seguida de uma técnica greedy [37]

de concepção de constelações, que se assemelha à distribuição isotrópica. A estrutura

geométrica inerente destas constelações é utilizada para desenvolver um novo detector

sub-óptimo. Os desempenhos deste detector são comparáveis aos do detector ML, tendo

em conta que exige menos esforço computacional. Ao leitor mais interessado, aconselha-se

a seguinte referência [19, Chapter 10], por forma a obter um resumo das propostas mais

referenciadas na bibliografia sobre comunicações não-coerente em canais MIMO.

Os sistemas MIMO no regime de baixa SNR, têm atráıdo recentemente a atenção

da comunidade cient́ıfica. Uma das principais razões deve-se ao facto de que, na te-

rceira geração de sistemas móveis de dados, quase 40% das áreas geográficas têm ńıveis

de recepção com SNR inferiores a 0 dB, enquanto apenas menos de 10% exibe ńıveis

acima dos 10 dB. A exigência de uma SNR alta nem sempre é posśıvel satisfazer, de-

vido a limitações de potência no dispositivo celular. Além disso, os recentes progressos

tecnológicos levaram ao aparecimento de dispositivos mais pequenos, de baixa potência,

incluindo dispositivos móveis que, quando presentes em grande número, têm a capacidade

de formar uma rede inteligente, e.g.sensor network, a qual permite monitorizar grandes

áreas, detectar a presença ou ausência de alvos, etc. Estas aplicações motivam a análise

e o desenho de esquemas de comunicação que devem funcionar no regime de baixa SNR.

Ver por exemplo [38, 39, 40] para uma discussão mais aprofundada sobre este tema.

Os sistemas MIMO que funcionam no regime de baixa SNR, com a CSI dispońıvel no

receptor foram tratados em [38]. A interacção entre taxa de transmissão, largura de banda

e potência, é também analisada no campo de energia por bit, perto de seu valor mı́nimo.

Em [41] foi considerado o cenário em que a CSI não está dispońıvel no receptor. Foi

demonstrado que a sinalização óptima no regime de baixa SNR alcança a mesma capaci-

dade que no caso coerente quando o receptor conhece a CSI e inclui apenas uma antena

de transmissão. Em [42] Verdu demonstrou que o conhecimento da primeira e segunda

derivada da capacidade, quando a SNR é baixa, fornece uma medida da largura de banda

e da eficiência energética do sinal transmitido. Mais precisamente, esse conhecimento

revela como cresce a eficiência espectral com o aumento da energia por bit. Em [43] é

apresentada uma expansão de segunda ordem para a informação mútua entre a entrada e
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a sáıda, válida para o regime de baixa SNR. Em [44] considera-se a capacidade e a função

de fiabilidade, para um canal discreto sem memória e entrada limitada, quando esse limite

máximo tende para zero. Em [45] obtiveram-se resultados semelhantes aos de [43, 44],

com pressupostos menos exigentes relativos aos sinais de entrada. No mesmo trabalho,

Rao e Hassibi demonstraram que a sinalização on-off, apresentada em [41] e generalizada

para o caso MIMO, atinge a capacidade coerente (i.e., o receptor tem acesso à CSI).

O compromisso entre o ritmo de transmissão e a taxa média da probabilidade de erro,

usando a teoria de error-exponent foi estudada em [46]. A vantagem na utilização de

múltiplas antenas é maximizada em cenários de desvanecimento completamente correla-

cionados, observando-se um ganho de desempenho de MN e ganho de peakiness de M2NT ,

onde M , N , e T representam o número de antenas de transmissão, recepção e duração do

intervalo de coerência, respectivamente.

A análise da SER no caso do canal Rayleigh independente e identicamente distribúıdo

(iid), não-coerente e no regime de baixa SNR é mais recente, embora Hochwald et al. [26]

sugira, nesse regime, a utilização de apenas uma antena de transmissão. Borran et al. [39]

apresentou, sob a hipótese de palavras de código igualmente prováveis, uma técnica que

utiliza a divergência de Kullback-Liebler entre a função densidade de probabilidade, indu-

zida no receptor por distintos códigos transmitidos, como um critério para o desenho de

códigos. Em condições de baixa SNR, os pontos da constelação ocupam ńıveis múltiplos (os

pontos de sinal situam-se em esferas concêntricas), com um ponto normalmente na origem.

Foi demonstrado que os códigos assim constrúıdos têm melhor desempenho do que algumas

construções de códigos existentes no regime de baixa SNR, principalmente [26]. Srinivasan

et al. [47] considerou o caso de apenas uma antena de transmissão para o regime de baixa

SNR. Os resultados da teoria de informação, sobre o canal Rayleigh iid não-coerente, no

regime de baixa SNR e com restrição na potência média [45, 46], permitem palavras de

código com priors diferentes, priors estes que foram optimizados por forma a obter um

melhor desempenho. Daqui resulta que, as constelações assumam um ponto na origem

com probabilidade de śımbolo 1

2
, e com probabilidades iguais para os pontos situados nas

esferas. Em [48] foi estudado o modelo com desvanecimento Rayleigh correlacionado e

demonstrou-se que, para qualquer SNR, o uso de uma única antena, utilizando uma pré-

codificação adequada num cenário MIMO, obtém melhor desempenho do que num único

canal SIMO. Consequentemente, no caso de MIMO, foram apresentados desenhos para

códigos que exploram as correlações nas antenas de transmissão, por forma a obter ganhos

em relação ao SIMO correspondente, para o regime de baixa SNR.

Segue-se a motivação do presente trabalho.

Motivação. As técnicas acima mencionadas não podem ser facilmente generalizadas

para os cenários mais realistas e desafiantes, em que o rúıdo de observação é gaussiano e

apresenta uma estrutura arbitrária de correlação. O pressuposto do rúıdo de observação

gaussiano espácio-temporal é comum, pelo menos por duas razões. Em primeiro lugar,

porque resultam em expressões relativamente fáceis de tratar matematicamente. Em se-

gundo lugar porque, em alguns cenários, isso pode ser justificado através do teorema do

limite central. Embora seja comum, o pressuposto de rúıdo branco gaussiano no espaço e

no tempo é claramente uma aproximação.

Geralmente, em cenários realistas, o termo de rúıdo pode ter uma estrutura de corre-
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lação rica; ver por exemplo pp. 554 em [16], pp. 100 em [19], pp. 10, 159, 171 em [20]

e [38]. A generalização que leva a matrizes de covariância do rúıdo arbitrárias, engloba

muitos cenários de interesse: cenários em que o rúıdo é ou não colorido no espaço, junta-

mente com cenários em que o rúıdo é ou não colorido no tempo, bem como em ambientes

multi-utilizador, etc. Intuitivamente, pode concluir-se que constelações unitárias espácio-

temporais não são óptimas nestes cenários.

Figura 1.2: Cenário downlink. O rúıdo é obviamente colorido.

1.2 Contéudo do Trabalho, Contribuições e Publicações

O trabalho encontra-se dividida em 3 caṕıtulos. Apresenta-se de seguida um sumário de

cada caṕıtulo, com o intuito de fornecer a motivação e o respectivo conteúdo. Referem-se

também as publicações resultantes.

1.2.1 Caṕıtulo 2

No caṕıtulo 2, é abordado o problema do desenho de códigos espácio-temporais para

comunicações não-coerentes, através de sistemas sem fios, com antenas múltiplas no regime

de alta SNR. Procurou-se acima de tudo, um critério mais prático para o desenho de

códigos baseado na probabilidade de erro, em detrimento da análise de capacidade. O

cálculo da expressão exacta, da probabilidade média de erro dos sistemas não-coerentes

não é geralmente fácil de conseguir. Ao invés, considerou-se a pairwise error probability

(PEP) no regime de alta SNR por forma a encontrar um critério de desenho de código,

i.e., uma função de mérito para uma estrutura arbitrária de correlação do rúıdo.

Contribuições. As contribuições deste trabalho nesta área são as seguintes:

1. A principal contribuição deste caṕıtulo é a introdução de uma nova técnica siste-

matica de desenho de códigos espácio-temporais para sistemas de comunicação multi-

antenas não-coerentes. Em comparação com outras abordagens, no presente trabalho
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a matriz do canal é modelada como um parâmetro determińıstico desconhecido, tanto

no receptor como no transmissor. É permitida ainda uma estrutura de correlação

arbitrária para o rúıdo de observação gaussiano, conhecida quer pelo transmissor

quer pelo receptor. Nos casos de rúıdo colorido, as simulações mostram que os STC

obtidos com o método aqui proposto ultrapassam, como seria de esperar, signifi-

cativamente o desempenho dos códigos anteriormente conhecidos, os quais foram

constrúıdos para o caso de rúıdo branco no espaço e no tempo. Relembra-se que,

a construção de códigos para estruturas de correlação de rúıdo arbitrárias não se

encontrava previamente dispońıvel nem publicada. Isto demonstra o interesse da

metodologia no desenho de códigos proposto no presente trabalho.

2. Para o caso especial do rúıdo branco espácio-temporal, os códigos apresentados no

presente trabalho, recuperam a estrutura unitária previamente conhecida, nomeada-

mente os códigos em [26] – mesmo neste caso, os códigos aqui constrúıdos têm um

desempenho marginalmente melhor. Para este cenário espećıfico e para M = 1,

mostra-se também que o problema de encontrar bons códigos coincide com o proble-

ma bem conhecido de empacotamento no espaço projectivo complexo. Comparam-se

também as melhores configurações dos códigos propostos, face aos códigos em [27] e

o limiar de Rankin. Verifica-se que os melhores resultados conhecidos são ultrapassa-

dos e, nalguns casos, os códigos agui apresentados atingem o limiar de Rankin [29].

3. Uma análise teórica, que conduz a um limite superior para a PEP em cenário de

alta SNR, quando o rúıdo de observação é gaussiano e apresenta uma estrutura de

correlação arbitrária.

Figura 1.3: Caracterização dos diferentes casos de rúıdo para o desenho de códigos.

1.2.2 Caṕıtulo 3

No caṕıtulo 3, estuda-se o canal MIMO não-coerente no regime de baixa SNR, do ponto de

vista da capacidade e da PEP. A inovação reside no facto de ser permitida uma estrutura

de correlacção arbitrária para o rúıdo de observação gaussiano, embora esta seja conhecida

quer pelo receptor quer pelo transmissor.

Contribuições. Seguem-se os contributos do trabalho nesta área:
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1. Contrariamente à maioria das abordagens feitas no regime de baixa SNR, assume-

se que o canal é determińıstico, i.e., nenhum modelo estocástico é assumido. É

apresentada uma análise da PEP no regime de baixa SNR para o receptor GLRT,

e o critério de desenho de códigos, que toma em linha de conta a informação sobre

correlação do rúıdo. Para o caso especial de uma única antena de transmissão

e rúıdo gaussiano branco no espaço e no tempo, é demonstrado que, o problema

de encontrar bons códigos corresponde ao conhecido problema de empacotamanto

no espaço projectivo complexo [27]. São apresentados novas constelações espácio-

temporais para cenários espećıficos.

2. Mostra-se igualmente que se deve construir códigos para apenas uma antena de

transmissão, que estejam adaptados à estat́ıstica do rúıdo. As simulações mostram

que estes novos códigos são também úteis para os receptores maximum-a-posteriori

(MAP) que descodificam constelações com priors não-uniformes.

1.2.3 Publicações

Como prova da elevada receptividade, por parte da comunidade cient́ıfica especializada a

respeito desta nova linha de investigação, o trabalho desenvolvido neste trabalho foi ma-

terializado, até à presente data, na publicação de 2 artigos na revista internacional IEEE

Transactions on Signal Processing, 2 artigos na conferência internacional IEEE Interna-

tional Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing ICASSP’06 e ICASSP’07 e

2 artigos na conferência internacional IEEE Workshop on Signal Processing Advances for

Wireless Communications SPAWC’06 e SPAWC’08.



Caṕıtulo 2

Desenho do Receptor e

Construção de Códigos no Regime

de Alta SNR

2.1 Sumário

Na secção 2.2 introduz-se o modelo de dados e a formulação do problema estudado.

Começa-se por descrever a estrutura do receptor não-coerente e apresenta-se a selecção

do critério para o desenho de códigos. Na secção 2.3 descreve-se o novo algoritmo para

o desenho sistemático de constelações não-coerentes espácio-temporais, dada uma matriz

de covariância do rúıdo arbitraria, em que, M , N , K e T , representam o número de

antenas de transmissão, o número de antenas de recepção, o tamanho de código e o inte-

rvalo de coerência do canal, respectivamente. Na secção 2.4 apresenta-se a construção de

códigos para vários casos de interesse. Simultaneamente, é feita a comparação dos seus

desempenhos com os resultados conhecidos.

2.2 Formulação do Problema

Modelo de dados e pressupostos. O sistema de comunicações estudado é composto

por várias antenas de transmissão e de recepção, em que M e N designam o seu número,

respectivamente. Assume-se um canal com desvanecimento não-selectivo com um intervalo

de coerência T . Isto é, considera-se que os coeficientes de desvanecimento permanecem

constantes durante a transmissão de cada bloco, que dura T instantes do tempo, mudando

em seguida para novos valores independentes. Este modelo é uma representação precisa

de muitas arquitecturas de acesso múltiplo por divisão no tempo (TDMA–Time Division

Multiple Acess), frequency-hoping, ou de sistemas block-interleaved. Ver por exemplo [26],

para mais detalhes.

O modelo de transmissão em banda base é descrito por,

Y = XHH + E, (2.1)

onde X representa a matriz T × M de śımbolos transmitidos (a matriz X designa-se por

palavra de código espácio-temporal), Y é a matriz T × N de śımbolos recebidos, HH é

9
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a matriz M × N dos coeficientes do canal (o śımbolo H representa o operador transposta

conjugada), e E é a matriz T ×N que representa o rúıdo de observação aditivo com média

nula. As entradas das matrizes X, Y , H e E tomam valores no corpo dos complexos C.

No resto do caṕıtulo assumem-se os seguintes pressupostos:

A1. (Matriz do canal) A matriz H não é conhecida no receptor, nem no transmissor,

e não existe modelo estocástico associado.;

A2. (Restrição de potência) A palavra de código X é escolhida a partir de um código

finito C = {X1,X2, . . . ,XK} conhecido pelo receptor, em que K designa o tamanho

do código. A restrição de potência é imposta pela condição tr
(
XH

k Xk

)
= 1, para

cada palavra de código. Assume-se igualmente que T ≥ M , e que cada palavra de

código tem caracteŕıstica completa, ou seja, rank(X) = M ;

A3. (Distribuição do rúıdo) O rúıdo de observação no receptor tem média nula e

obedece a uma distribuição gaussiana, isto é, vec(E) ∼ CN (0,Υ). A matriz de

covariância do rúıdo Υ = E[vec(E)vec(E)H ] é conhecida quer pelo transmissor quer

pelo receptor (vec(E) transforma uma matriz num vector, concatenando vertical-

mente as colunas da matriz E).

O pressuposto A3 permite que o modelo de dados considere outros casos para além do

cenário comum de rúıdo de observação branco espácio-temporal gaussiano. No entanto,

não é posśıvel proceder a um “pre-whitening” do rúıdo, de forma a se reverter o caso do

rúıdo colorido (Υ 6= ITN ), para o caso em que o rúıdo é branco no espaço e no tempo

(Υ = ITN ). Esta impossibilidade pode ser vista da seguinte forma. Considerem-se dois

sistemas, onde o sistema 1 é descrito pela fórmula

Y 1 = X1H
H + E1, (2.2)

com e1 = vec(E1) ∼ CN (0,Υ), e o sistema 2 dado por

Y 2 = X2H
H + E2, (2.3)

em que e2 = vec(E2) ∼ CN (0, ITN ). O sistema de equações (2.2) e (2.3) é equivalente a

y1 = vec(Y 1) = (IN ⊗ X1) vec(HH) + e1 (2.4)

y2 = vec(Y 2) = (IN ⊗ X2) vec(HH) + e2, (2.5)

respectivamente (o śımbolo ⊗ denota o produto de Kronecker). Após a operação de “pre-

whitening”, a partir de (2.4) obtém-se

ỹ1 = Υ− 1
2 y1 = Υ− 1

2 (IN ⊗ X1) vec(HH) + ẽ1, (2.6)

com ẽ1 = Υ− 1
2 e1 ∼ CN (0, ITN ). Comparando as expressões (2.5) e (2.6), conclúı-se que

os sistemas 1 e 2 não são equivalentes, ou seja, as constelações unitárias (que são óptimas

no caso de rúıdo branco no espaço e no tempo, no regime de alta SNR), não podem ser

empregues para o “pre-whitening”, porque violam a estrutura da constelação.

Receptor. De acordo com o modelo (2.1) e os pressupostos acima mencionados, a função

densidade de probabilidade condicionada (pdf–probability density function) do vector re-

cebido y = vec(Y ), dada a matriz transmitida X e a realização do canal g = vec
(
HH

)
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desconhecida, é dada por

p(y|X,g) =
exp{−||y − (IN ⊗ X)g||2

Υ
−1}

πTNdet(Υ)
,

onde ||z||2A = zHAz.

Uma vez que nenhum modelo estocástico foi associado à matriz do canal, assume-se

que o receptor realiza um generalized likelihood ratio test (GLRT), que decide o ı́ndice k

da palavra de código como sendo

k̂ = argmax p(y|Xk, ĝk)
k = 1, 2, . . . ,K

= argmin
∥∥∥y − X̃kĝk

∥∥∥
2

Υ
−1

k = 1, 2, . . . ,K

em que

X̃k = IN ⊗ Xk, ĝk = (X H
k X k)

−1
X

H
k Υ− 1

2 y, (2.7)

e X k = Υ− 1
2 X̃k. O GLRT [49, 50, 51] é composto por K processadores em paralelos,

em que o k-ésimo processador calcula a probabilidade da observação, depois de substi-

tuir o canal pela sua estimativa ML e pressupondo a presença da k-ésima palavra de

código. O detector GLRT escolhe assim a palavra de código associada ao processador

que exibe a maior probabilidade de observação. Uma vez que o receptor ML explora o

conhecimento da estat́ıstica do canal, o GLRT apresenta um comportamento sub-óptimo

quando comparado com o receptor ML. No entanto, uma vez que o pressuposto A1 está

em vigor, o GLRT proporciona uma solução atractiva (implementável) para a configuração

actual. Demonstra-se igualmente que, no caso especial das constelações unitárias, ou seja,

XH
k Xk = 1

M
IM para qualquer k, na presença de rúıdo branco gaussiano no espaço e

no tempo e com desvanecimento Rayleigh iid, os dois receptores coincidem. Como cada

palavra de código tem caracteŕıstica completa (pressuposto A2), a expressão (2.7) para

estimativa ML do canal está bem definida.

Critério para o desenho de códigos. O objectivo deste caṕıtulo é determinar uma

métrica para o desenho do código C = {X1,X2, . . . ,XK} de tamanho K, para a confi-

guração actual. Um código C é um ponto no espaço

M = {(X1, . . . ,XK) : tr(XH
k Xk) = 1}.

Note que o espaço M pode ser visto como um torus multi-dimensional, ou seja, como o

produto cartesiano de K esferas unitárias:

M = S
2TM−1 × · · · × S

2TM−1 (K vezes)

em que cada palavra de código Xk pertence ao espaço C
T×M . O śımbolo S

n−1 denota

a esfera unitária em R
n. Em primeiro lugar, é necessário definir uma função de mérito

f : M → R que caracteriza a qualidade de uma constelação C. A escolha natural para

cada C seria a probabilidade média de erro, mas a sua determinação teórica é dif́ıcil. Em

vez disso, tal como em [22]- [26], estudou-se a PEP de forma a obter a função de mérito.
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A expressão exacta, bem como o limite superior de Chernoff para a PEP, foram obtidos

em [22] para o caso espećıfico de códigos unitários (XH
k Xk = 1

M
IM ), em canal com

desvanecimento Rayleigh iid, na presença de rúıdo branco gaussiano no espaço e no tempo

(Υ = ITN ). Contudo, o cálculo destas expressões para o caso geral, isto é, para uma matriz

arbitrária de constelações C e uma matriz de correlação do rúıdo Υ, é extremamente dif́ıcil.

Seguindo uma abordagem semelhante a [22]- [26], recorre-se à expressão assimptótica para

a PEP no regime de alta SNR, e valores arbitrários de C e Υ. Considera-se um código

com apenas duas palavras de código, ou seja, C = {X1,X2}. Assume-se que PXi→Xj

é probabilidade do receptor GLRT decidir por Xj , quando o emissor enviou Xi. Pode

mostrar-se que, para uma SNR suficientemente alta tem-se a seguinte aproximação

PXi→Xj
≈ Q

(
1√
2

√
gH Lijg

)
, (2.8)

com

Lij = X
H
i Π⊥

j X i and Π⊥
j = ITN − X j

(
X

H
j X j

)−1
X

H
j

em que Q(x) =
∫

+∞
x

1√
2π

e−
t2

2 dt e Π⊥
j é o complemento ortogonal do espaço das colunas

de X j.

A equação (2.8) mostra que a probabilidade de uma detecção errada, Xj em vez de

Xi, depende da realização do canal g = vec
(
HH

)
e da geometria relativa das palavras

de código X i e X j. A acção de g e Lij pode ser separada usando a desigualdade

gHLijg ≥ λmin(Lij) ||g||2,
que resulta numa igualdade quando M = 1 e Υ = INT . Dado que Q(·) é monotonamente

decrescente, o limite superior para a PEP, no regime SNR alta, é dado por

PXi→Xj
≤ Q

(
1√
2
||g||

√
λmin(Lij)

)
. (2.9)

Embora a potência do canal g = vec(HH) não possa ser controlada, é sempre posśıvel

conceber códigos com vista à maximização de λmin(Lij).

Interpretação geométrica. A maximização de λmin(Lij), tem uma interpretação geo-

métrica imediata. Definindo V = Π⊥
j X i, Π⊥

j X i é a projecção ortogonal de X i no com-

plemento ortogonal do span{X j} (o span de Xj define-se como o sub-espaço linear em

C
TN , de dimensão TN × MN , gerado pelas suas MN colunas), ver figura 2.1.

Note-se que

Lij = V HV = (Π⊥
j X i)

H(Π⊥
j X i)

é a matriz correspondente de Gram e
√

det(V HV ) =

√
λmin(V

HV ) · . . . · λmax(V
HV ) ≥ λmin(V

HV )
MN

2 .

Assim, ao maximizar λmin(V
HV ), aumenta-se o limite inferior de

√
det
(
V HV

)
, que

é proporcional ao volume do paraleleṕıpedo definido pelas colunas de Π⊥
j X i. Ou seja,

está-se a tentar colocar X i no complemento ortogonal do span de X j.

Formulação do problema. Tomando (2.9) como base, propõe-se seguir uma estratégia

de “worst-case”, isto é, a função de mérito

f : M → R e C = {X1, . . . ,XK} 7→ f(C)
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Π⊥
j X i

X j

X i

Figura 2.1: Interpretação geométrica de Π⊥
j X i.

em que

f(C) = min{fij(C) : 1 ≤ i 6= j ≤ K} (2.10)

e fij(C) = λmin(Lij(C)). A construção de um código óptimo C = {X1,X2, ...,XK} faz-se

resolvendo o problema de optimização

C∗ = arg max
C ∈ M

f(C). (2.11)

O problema definido na equação (2.11), é um problema de optimização de dimensão ele-

vada, não-linear e não-diferenciável. A t́ıtulo de exemplo, para um código do tamanho

K = 256 o número de funções fij é K(K − 1) = 65280. Além disso, para T = 8 e M = 2,

existem 2KTM = 8192 variáveis reais para optimizar.

O problema (2.11) é um problema não-diferenciável, no sentido em que a função f ,

definida como o mı́nimo das funções fij, geralmente não é diferenciável nos pontos onde

várias fij atingem o seu valor mı́nimo. No caso do presente problema, as fij não são

diferenciáveis devido ao operador λmin. A t́ıtulo de exemplo, considere φ : R → R,

φ(t) = λmin

([
t 0
0 −t

])
.

Embora a matriz envolvida seja uma função diferenciável dos seus elementos, φ(t) = −|t|
não é diferenciável em todos os pontos.

Além disso, note-se que

f(X1,X2, . . . ,XK) = f(X1e
iθ1 ,X2e

iθ2 , . . . ,XKeiθK ),

para qualquer θk ∈ R. Isto significa que f depende de cada Xk (‖Xk‖ = 1), apenas ao

longo da linha definida por Xk (i.e., {λXk : λ ∈ C}).
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2.3 Construção de Códigos

Para resolver o problema de optimização (2.11), propõe-se uma metodologia em duas fases.

Na primeira fase resolve-se um problema convexo da classe semi-definida positiva (SDP–

Semi Definite Positive), para obter uma aproximação do código óptimo. Na fase seguinte,

essa estimativa é refinada através de um algoritmo de descida geodésica (GDA–Geodesic

Descent Algorithm), que explora de forma eficiente a restrição da geometria Riemanniana,

imposta sobre a potência dos códigos. Suponha-se que se procura desenhar um código de

tamanho K. Na tabela 2.1, página 14 apresenta-se a estratégia proposta. O algoritmo

apresentado na tabela 2.1 é do tipo greedy. Seguidamente detalham-se os passos (3) e (6),

respectivamente.

entrada: M, N, T, K, Υ

passo 1) Escolher a primeira palavra de código (aleatoriamente

gerada, etc.);

passo 2) Definir k = 2;

passo 3) Correr a relaxaç~ao SDP para obter a k-ésima palavra do

código;

passo 4) Definir k = k + 1;

passo 5) se k ≤ K, voltar ao passo 3);

passo 6) Executar o algoritmo de descida por geodésicas (GDA)

para obter o código final;

saida: A matriz X =
[
vec(X1) . . . vec(XK)

]

Tabela 2.1: Algoritmo para Desenho de Códigos

Fase 1: Relaxação SDP. Nesta fase constrói-se um código sub-óptimo C∗ = {X∗
1, ...,X

∗
K}.

O código é constrúıdo incrementalmente, onde cada palavra de código k obtém-se a pa-

rtir das k − 1 palavras de código entretanto geradas. Existem várias estratégias para a

escolha da primeira palavra de código X∗
1. Por exemplo, pode gerar-se aleatoriamente, ou

preenchendo as colunas da matriz com os vectores próprios associados aos menores valores

da matriz da covariância do rúıdo. Ao resolver um problema SDP, introduz-se assim uma

nova palavra de código.

Supondo que o C∗
k−1

= {X∗
1, ...,X

∗
k−1} é o código na (k − 1)-ésima iteração, a palavra

de código k é obtida resolvendo

X∗
k = arg max

tr(XH
k Xk) = 1

f(X∗
1, . . . ,X

∗
k−1,Xk)

= arg max

tr(XH
k Xk) = 1

min
1≤m≤ k−1

{λmin(Lmk), λmin(Lkm)}. (2.12)

Pode mostrar-se que, o problema de optimização definido em (2.12), é equivalente ao
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seguinte problema

(X∗
k, vec(Xk

∗), t∗) = arg max t (2.13)

juntamente com as restrições

LMIAm (Xk, vec(Xk), t) � 0, m = 1, ..., k − 1

LMIBm (Xk, vec(Xk), t) � 0, m = 1, ..., k − 1

tr(Xk) = 1, Xk = vec(Xk)vec
H(Xk) (2.14)

em que as abreviaturas LMIAm (Xk, vec(Xk), t) e LMIBm (Xk, vec(Xk), t) designam linear

matrix inequalities (LMIs) nas variáveis Xk, vec(Xk), e t do tipo A e B, respectivame-

nte, para m = 1, ..., k − 1. Devido ao limite máximo de páginas, não se define aqui

LMIAm (Xk, vec(Xk), t) e LMIBm (Xk, vec(Xk), t).

Devido à condição (2.14) para o rank (note que as equações Xk = vec(Xk)vec
H(Xk) e

tr(Xk) = 1 implicam a condição rank (Xk) = 1), o desenho de código traduz-se, uma vez

mais, num problema dif́ıcil de optimização não-linear. No entanto, com a relaxação desta

restrição

Xk � vec(Xk)vec
H(Xk) (2.15)

e reescrevendo a equação (2.15) da seguinte forma

[
Xk vec(Xk)

vecH(Xk) 1

]
� 0

o problema de optimização (2.13) é equivalente a

(X∗
k, vec(Xk

∗), t∗) = arg max t (2.16)

com as seguintes restrições

LMIAm (Xk, vec(Xk), t) � 0, m = 1, ..., k − 1

LMIBm (Xk, vec(Xk), t) � 0, m = 1, ..., k − 1

tr(Xk) = 1,

[
Xk vec(Xk)

vecH(Xk) 1

]
� 0.

A relaxação da restrição de rank 1 é geralmente conhecida como o relaxamento de Shor [52].

O problema de optimização (2.16) é um problema convexo nas variáveis Xk, vec(Xk) e t;

de facto é um problema SDP. Repare-se que, para K = 256, M = 2, N = 2, T = 8 e na

última passagem pelo ciclo, ou seja, para k = K, a variável da sáıda Xk é de dimensão

16 × 16, não depende de N nem de K (o número das LMIs é de ordem K). Para resolver

o problema de optimização (2.16) usou-se o pacote de software SeDuMi 1.1 [53]. Uma

vez resolvido o problema (2.16), é preciso extrair a k-ésima palavra da variável de sáıda

Xk. Para isso, adoptou-se uma técnica semelhante à descrita em [54]. A técnica consiste

na geração de L vectores aleatórios independentes, que obedecem à distribuição gaussiana

de média nula, e matriz de covariância Xk, i.e., zl
iid∼ CN (0,Xk) , para l = 1, 2, ..., L (em

todas as simulações assumiu-se L = 1000). Impondo a restrição de norma unitária, ou
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seja, vl = zl/||zl|| para l = 1, 2, ..., L, pode escolher-se a k-ésima palavra de código a partir

de X∗
k = ivec(vl∗), onde

l∗ = arg max
l = 1, 2, ..., L

f(X∗
1,X

∗
2, ...,X

∗
k−1, ivec(vl)). (2.17)

A função “ivec” é o operador inverso do “vec”(reestrutura o vector TM dimensional numa

matriz T × M). Note que X∗
k é uma palavra de código válida dado que tr(X∗H

k X∗
k) = 1.

Fase 2: Algoritmo de Descida por Geodésicas. O problema (2.11) requer a opti-

mização de uma função não-diferenciável numa variedade diferenciável M (produto carte-

siano de K esferas). Após a fase 1, ou seja, depois de se ter resolvido o problema de

optimização (2.16) K − 1 vezes consecutivas, para k = 2, 3, ..,K, obteve-se um código

sub-óptimo de tamanho K. Para refiná-lo, recorre-se agora a um algoritmo iterativo,

denominado GDA. O algoritmo encontra-se descrito em pormenor na tabela 2.2.

Considere que Ck é a k-ésima iteração (a inicialização C0 foi feita na fase 1). Note

que a restrição de potência tr(XH
i X i) = 1, para i = 1, 2, ...,K, pode ser escrita de forma

equivalente

xT
i xi = 1,

onde

xi =

[
ℜ{vec(X i)}
ℑ {vec(X i)}

]
∈ R

2TM ,

e ℜ{·} e ℑ{·} designam a parte real e imaginária da quantidade complexa, respectiva-

mente. No passo 3, cada xi para i = 1, ...,K é usado para construir o vector x. No

passo 4, determina-se um ı́ndice do conjunto A de pares activos de restrição (i, j), ou

seja, A = {(i, j) : fij(Ck) ≤ f(Ck) + ǫ} onde ǫ é arbitrariamente pequeno (em todas as

simulações apresentadas optou-se por ǫ = 10−5). No passo 8 verifica-se se existe uma

direcção d de subida simultaneamente para todas as funções fij com (i, j) ∈ A. Se existir

um d tal que ∇T fiaja (x)d > 0, para 1 ≤ ia 6= ja ≤ K,a = 1, 2, ..., z, a função de custo

pode ser melhorada localmente. De forma a resolver o problema de optimização do passo

8, é necessário determinar o gradiente ∇fiaja . Esta direcção d de subida é procurada

em TCk
M, que corresponde ao espaço tangente de M em Ck, e resulta num problema

de programação linear. Para garantir que d pertence ao TCk
M, a restrição Hd = 0K×1

(equivalentemente, xT
i di = 0 para i=1, 2, ..., K) é introduzida no passo 8.

A restrição −12KTM×1 ≤ d ≤ +12KTM×1 limita a solução do problema de pro-

gramação linear no passo 8. Se a direcção de subida não existir, o algoritmo pára; caso

contrário, realiza-se uma pesquisa de Armijo para f(C), ao longo da geodésica que emana

de Ck na direcção d, ver figura 2.2. A pesquisa de Armijo permite assim obter Ck+1,

e seguidamente repete-se o ciclo. A expressão da geodésica no passo 11), permite veri-

ficar que a pesquisa de Armijo resume-se a um problema de procura na superf́ıcie esférica

S2TM−1, i.e., xi(t)
T xi(t) = 1 para cada i=1,2,...,K.

Uma geodésica não é mais do que a generalização de uma linha recta no espaço Eu-

clidiano a uma superf́ıcie com curvatura [55]. Dito de uma forma mais clara, o GDA

assemelha-se a um método de sub-gradiente, razão pela qual o algoritmo geralmente con-

verge lentamente para os mı́nimos locais (sublinearmente). Note-se no entanto, que isto

não é uma desvantagem, uma vez que os códigos podem ser gerados off-line. É importante
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Entrada: A matriz X =
[
vec(X1) . . . vec(XK)

]

passo 1) Determinar o valor da funç~ao de mérito,

cost = f(X1,X2, ...,XK);

passo 2) Definir ǫ = 10−5;

passo 3) Construir o vector x =




x1

...

xK


 =




ℜ{vec(X1)}
ℑ {vec(X1)}

...

ℜ{vec(XK)}
ℑ {vec(XK)}



;

passo 4) Determinar z, o número de combinaç~oes (X i,Xj),
1 ≤ i 6= j ≤ K,, de tal modo que fij(C) = λmin(Lij(C))
pertence ao intervalo [cost, cost + ǫ], ou seja, fij atinge

o mı́nimo. Às combinaç~oes (X i,Xj) que atingem o mı́nimo

chamam-se combinaç~oes activas;

passo 5) Determinar o gradiente, ∇fiaja(x), para cada combinaç~ao

activa (X ia ,Xja), 1 ≤ ia 6= ja ≤ K,a = 1, 2, ..., z;

passo 6) Construir a matriz de gradiente

G =



∇T fi1j1(x)

...

∇Tfizjz(x)




z×2KTM

;

passo 7) Construir a matriz

H =




xT
1 0 · · · 0
0 xT

2 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · · · · xT
K




K×2KTM

;

passo 8) Resolver o programa linear

(d∗, s∗) = arg max
Gd ≥ s1z×1

Hd = 0K×1

−12KTM×1 ≤ d ≤ +12KTM×1

s;

passo 9) Se s ≤ 0, passar para o passo (16);

passo 10) Iniciar β = 0.9, c = 0, cmax = 400 e t = 1;
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passo 11) Construir a geodésica

γ(t) =




x1(t)
...

xK(t)


 =




x1 cos(||d1||t) + d1
||d1|| sin(||d1||t)

...

xK cos(||dK ||t) + dK

||dK || sin(||dK ||t)


 ;

passo 12) Determinar o valor temporário da funç~ao de mérito,

tempcost = f(X1(t),X2(t), ...,XK(t)), onde Xi(t) =
ivec (xi(t)(1 : TM) + jxi(t)(TM + 1 : 2TM)) para i = 1, 2, ..,K;

passo 13) Se tempcost > cost, ent~ao cost = tempcost, xi = xi(t) para

i=1,2,..,K. Voltar para o passo (3);

passo 14) Incrementar c, actualizar t = βc;

passo 15) Se c ≤ cmax, voltar para o passo (12);

passo 16) Devolver a matriz X =
[
vec(X1) . . . vec(XK)

]
,

onde Xi = ivec (xi(1 : TM) + jxi(TM + 1 : 2TM)) para

i = 1, 2, ..,K;

Saida: A matriz X =
[
vec(X1) . . . vec(XK)

]

Tabela 2.2: Algoritmo GDA

salientar que outras abordagens não-geodésicas também podem ter interesse neste prob-

lema. Veja-se por exemplo [56], para mais detalhes. O parâmetro ǫ no passo 2 controla a

complexidade do problema de optimização no passo 8. Um valor de ǫ demasiado pequeno

implica uma convergência lenta do algoritmo, enquanto que um valor grande aumenta a

complexidade do problema de programação linear (aumentando z, número de funções acti-

vas fij). Para um código de tamanho K = 256, com T = 8 e M = 2, a matriz do gradiente

G pode ter dimensão 10000×8000 (observação de que zmax = K(K−1) = 65280). Embora

a matriz G seja uma matriz esparsa, é conveniente mantê-la numa dimensão moderada.

Nota: A utilidade do passo 3 (SDP) na tabela 2.1 para K grande é uma questão que

permanece ainda em aberto. No entanto, com base nas experiências numéricas verifica-se

que este passo é bastante útil quando os códigos têm um tamanho pequeno ou moderado.

Por exemplo, no caso real, M = 1 e T = 2, o passo 3 permite obter o código óptimo para

K = 2p onde p = 1, 2, .... Nestes casos não há necessidade de utilização do passo 6 do

algoritmo. Em todas as simulações a seguir apresentadas foi implementado o algoritmo

descrito na tabela 2.1.

2.4 Resultados

Apresentam-se a seguir os resultados dos códigos constrúıdos para três casos especiais da

matriz de covariância do rúıdo Υ. Em todas as simulações assumiu-se desvanecimento
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Ck

γk(t)

Ck+1

dk

M

Figura 2.2: Fase 2: Optimização de uma função não-diferenciável num variedade difere-
nciável

Rayleigh iid para a matriz do canal H , i.e., hij
iid∼ CN

(
0, σ2

)
.

Primeira categoria: rúıdo branco no espaço e no tempo

Na primeira categoria foi considerado o caso do rúıdo branco espácio-temporal, i.e.,

Υ = E[vec(E) vec(E)H ]= INT . Os códigos obtidos são comparados com os apresentados

em [26]. Considera-se o caso em que T = 8, M = 3 , 2, ou 1, N = 1 e que o código tem o

tamanho K = 256. Seja

dist =
1

K

K∑

k=1

√√√√tr

((
XH

k Xk − 1

M
IM

)2
)

a distância média entre códigos propostos e constelações unitárias. Para M = 2, T = 8

and K = 256, a distância média é dist = 1.6 · 10−3, enquanto que para T = 8, M = 3,

e K = 256 obtém-se dist = 1.3 · 10−2. Como era de esperar, o algoritmo convergiu para

constelações de matrizes quase unitárias. Devido ao limite máximo de páginas, apresenta-

se uma comparação apenas para o caso em que M = 3. Na figura 2.3, mostra-se a

probabilidade de erro por śımbolo (SER) versus

SNR = E

[∥∥XkH
H
∥∥2
]
/E
[
‖E‖2

]
= Nσ2/tr(Υ).

A linha cont́ınua com o śımbolo “+” e a linha a tracejado com o śımbolo “o’, represe-

ntam os desempenhos dos códigos constrúıdos usando o método apresentado, e de códigos

unitários, respectivamente. Considera-se aqui a categoria de rúıdo branco no espaço e

tempo porque já existem construções de códigos dispońıveis na literatura para este cenário.

Assim, é posśıvel usá-los como termo de referência para aferir o desempenho das novas

construções aqui propostas. As simulações mostram que as novas construções replicam o

desempenho do estado-de-arte para este caso especial - na verdade, conseguem mesmo um

melhoramento marginal.

No caso M = 1, apresenta-se na tabela 2.3 uma comparação do códigos propostos

com os de Tropp [27] para T = 2, 3, 4 e 5. É importante notar que, os únicos resultados

previamente conhecidos são melhorados, e em alguns casos, as novas constelações atingem

o limiar de Rankin e são por isso garantidamente óptimas.
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RAIO DE EMPACOTAMENTO (GRAUS) RAIO DE EMPACOTAMENTO (GRAUS)

T K MB JAT Rankin T K MB JAT Rankin

2 3 60 60 60 4 5 75.52 75.52 75.52

2 4 54.74 54.74 54.74 4 6 70.89 70.88 71.57

2 5 45.00 45.00 52.24 4 7 69.29 69.29 69.30

2 6 45.00 45.00 50.77 4 8 67.79 67.78 67.79

2 7 38.93 38.93 49.80 4 9 66.31 66.21 66.72

2 8 37.43 37.41 49.11 4 10 65.74 65.71 65.91

2 9 35.26 − 48.59 4 11 64.79 64.64 65.27

2 10 33.07 − 48.19 4 12 64.68 64.24 64.76

2 11 31.72 − 47.87 4 13 64.34 64.34 64.34

2 12 31.72 − 47.61 4 14 63.43 63.43 63.99

2 13 28.24 − 47.39 4 15 63.43 63.43 63.69

2 14 27.83 − 47.21 4 16 63.43 63.43 63.43

2 15 26.67 − 47.05 5 6 78.46 78.46 78.46

2 16 25.97 − 46.91 5 6 78.46 78.46 78.46

3 4 70.53 70.53 70.53 5 7 74.55 74.52 75.04

3 5 64.26 64.00 65.91 5 8 72.83 72.81 72.98

3 6 63.43 63.43 63.43 5 9 71.33 71.24 71.57

3 7 61.87 61.87 61.87 5 10 70.53 70.51 70.53

3 8 60.00 60.00 60.79 5 11 69.73 69.71 69.73

3 9 60.00 60.00 60.00 5 12 69.04 68.89 69.10

3 10 54.74 54.73 59.39 5 13 68.38 68.19 68.58

3 11 54.74 54.73 58.91 5 14 67.92 67.66 68.15

3 12 54.74 54.73 58.52 5 15 67.48 67.37 67.79

3 13 51.38 51.32 58.19 5 16 67.08 66.68 67.48

3 14 50.36 50.13 57.92 5 17 66.82 66.53 67.21

3 15 49.80 49.53 57.69 5 18 66.57 65.87 66.98

3 16 49.61 49.53 57.49 5 19 66.57 65.75 66.77

3 17 49.13 49.10 57.31 5 20 66.42 65.77 66.59

3 18 48.12 48.07 57.16 5 21 66.42 65.83 66.42

5 22 65.91 65.87 66.27

5 23 65.91 65.90 66.14

5 24 65.91 65.91 66.02

5 25 65.91 65.91 65.91

Tabela 2.3: EMPACOTAMENTO NO ESPAÇO PROJECTIVO COMPLEXO: Com-
paração entre as melhores configurações dos códigos propostos (MB) de K pontos em
P

T−1(C) com os codigos de Tropp (JAT) e o limiar do Rankin [27]. O raio de empacota-
mento duma constelação mede-se como o ângulo agudo entre as linhas mais próximas. O
simbolo menos (-) significa que, para o par espećıfico (T,K), o empacotamento não está
disponivel.
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Figura 2.3: Categoria 1 - rúıdo branco no espaço e no tempo: T = 8, M = 3, N = 1, K = 256,
Υ = INT . Linha cont́ınua com o śımbolo “+”: códigos propostos; linha a tracejado com o śımbolo
“o”: códigos unitários.

Segunda categoria: rúıdo branco no espaço e colorido no tempo

A segunda categoria corresponde ao caso em que o rúıdo é branco no espaço, e colorido

no tempo, i.e., Υ = IN ⊗ Σ(ρ) onde o vector ρ : T × 1 é a primeira coluna duma matriz

Hermitiana Toeplitz Σ(ρ). Uma vez que não existe nenhum outro trabalho onde seja

abordado o problema de construção de códigos para o caso de rúıdo branco no espaço

e colorido no tempo, os códigos obtidos (desenhados especificamente para este cenário)

são comparados com os códigos unitários [26]. O objectivo deste cenário é demonstrar

o aumento de desempenho obtido, quando no processo da construção do código se usa a

informação sobre a estat́ıstica do rúıdo. Os códigos obtidos desta forma designam-se aqui

por códigos adaptados. A figura 2.4 mostra o resultado da simulação para T = 8, M = 2,

N = 1, K = 67 e ρ = [ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; zeros(3,1) ]. As linhas cont́ınuas representam

o desempenho dos códigos obtidos usando o método proposto, enquanto que as linhas a

tracejado representam o desempenho dos códigos unitários. Em ambos os casos, o śımbolo

“+” indica que o receptor GLRT foi implementado. O śımbolo “quadrado” indica que

o receptor ML foi implementado. Pode ver-se que, para uma SER de 10−3, os códigos

propostos obtêm um ganho de 3 dB em relação aos códigos unitários. Por fim, comparam-

se também os códigos propostos com os códigos unitários, considerados estado da arte e

apresentados em [32], para o caso T = 4, M = N = 2, K = 256 e ρ = [1; 0.8; 0.6; 0.1]. A

figura 2.5 mostra o resultado das simulações. Verifica-se que, para uma SER de 10−3, os

códigos propostos obtiveram um ganho de 2 dB em relação aos códigos unitários.

Terceira categoria: E = sαT + Etemp

Na terceira categoria, considera-se o caso em que a matriz do rúıdo tem a seguinte

forma: E = sαT +Etemp. Este cenário modela uma fonte de interferência s (com a matriz

de covariância Υs conhecida) onde o vector complexo α representa o desvanecimento

conhecido entre as antenas de recepção e a fonte de interferência. A matriz de covariância
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Figura 2.4: Categoria 2 - rúıdo branco no espaço e colorido no tempo: T = 8, M = 2, N = 1,
K = 67, ρ =[ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; zeros(3,1) ]. Linhas cont́ınuas: códigos propostos; linhas
tracejadas: códigos unitários; linhas com o śımbolo “+”: receptor GLRT; linhas com o śımbolo
“quadrado”: receptor ML.

da Etemp pertence à segunda categoria. Assim sendo, a matriz da covariância do rúıdo é

dada por Υ = ααH⊗Υs+IN⊗Σ(ρ). De novo, tal como foi feito para a segunda categoria,

comparam-se os códigos propostos, desenhados especificamente para este cenário, i.e.,

adaptados, com os códigos unitários [26]. A figura 2.6 mostra os resultados das experiências

para T = 8, M = 2, N = 2, K = 32 e s =[1; 0.7; 0.4; 0.15; zeros(4,1)], ρ = [1; 0.8; 0.5;

0.15; zeros(4,1)] e α = [-1.146 + 1.189i;1.191- 0.038i]. As linhas cont́ınuas representam

o desempenho dos códigos obtidos usando o método proposto, enquanto que as linhas a

tracejado representam o desempenho dos códigos unitários [26]. O śımbolo “+” indica

que o receptor GLRT foi implementado. O śımbolo “quadrado” indica que o ML receptor

foi implementado. Para uma SER de 10−3, verifica-se que os códigos propostos obtiveram

um ganho de 2 dB em relação aos códigos unitários.

Como conclusão final, deixa-se aqui uma nota (intuitiva) sobre os resultados obtidos.

Sabe-se que a correlação do rúıdo melhora o desempenho do sistema. Assim, mesmo que

se pudessem utilizar constelações unitárias, tal deveria ser evitado. Ao fazê-lo, conside-

ram-se os pressupostos do caso de rúıdo branco, logo o ganho que provém do facto do

rúıdo ser colorido seria perdido. Este trabalho propõe exactamente uma forma de desenho

de códigos, que leva explicitamente em conta a informação sobre a estat́ıstica do rúıdo, no

caso de comunicações MIMO não coerentes.
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Figura 2.5: Categoria 2 - rúıdo branco no espaço e colorido no tempo: T = 4, M = 2, N = 2,
K = 256, ρ =[ 1; 0.8 ; 0.6; 0.1 ]. Linhas cont́ınuas: códigos propostos; linhas tracejadas: códigos
unitários encontrados em [32]; linhas com o śımbolo “+”: receptor GLRT; linhas com o śımbolo
“quadrado”: receptor ML.
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Figura 2.6: Categoria 3: T = 8, M = 2, N = 2, K = 32. Linhas cont́ınuas: códigos propostos;
linhas tracejadas: códigos unitários; linhas com o śımbolo “+”: receptor GLRT; linhas com śımbolo
“quadrado”: receptor ML.



Caṕıtulo 3

Desenho do Receptor e

Construção de Códigos no Regime

de Baixa SNR

3.1 Sumário

O presente caṕıtulo encontra-se dividido em duas secções. Na secção 3.2 introduz-se a

análise da PEP para o regime de baixa SNR, descreve-se o receptor GLRT e o critério

resultante para o desenho de códigos, que recorre ao conhecimento da estat́ıstica do rúıdo.

Na secção 3.3 constrúıram-se constelações usando os resultados obtidos, para vários casos

de interesse. As simulações mostram que os códigos assim obtidos podem ser incorporados

em esquemas de descodificação que usam receptores de Bayes, com priors não-uniformes.

3.2 Canal com Desvanecimento Determińıstico: Análise da

PEP para o regime de Baixa SNR

Modelo de dados e pressupostos. No presente caṕıtulo mantém-se o modelo de dados

introduzido no caṕıtulo 2, equação (2.1). Consideram-se também as mesmas condições

apresentadas na secção 2.2.

Receptor. A estrutura do receptor é equivalente à que foi introduzida no caṕıtulo 2,

equação (2.7).

Análise para o regime de baixa SNR. Segue-se a análise da PEP para o regime de

baixa SNR. Seja PXi→Xj
a probabilidade do receptor GLRT decidir por Xj quando foi

enviado X i. Pode mostrar-se que para T ≥ 2M é válida a seguinte aproximação

PXi→Xj
≈ P

(
Y > gH Lijg

)
, (3.1)

com

Lij = X
H
i Π⊥

j X i, Π⊥
j = ITN − X j

(
X

H
j X j

)−1
X

H
j ,

X k = Υ− 1
2 (IN ⊗ Xk), k = 1, 2, ...,K, e Y =

∑MN
m=1

sin αm (|am|2 − |bm|2) onde am, bm

são variáveis aleatórias iid gaussianas complexas, com média nula e variância unitária, i.e.,

am, bm
iid∼ CN (0, 1) para m = 1, . . . ,MN . Os ângulos αm são os ângulos principais entre
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os subspaços definidos por X i e X j. Para o caso do rúıdo branco no espaço e no tempo,

i.e., Υ = E[vec(E) vec(E)H ]= INT e M = 1, de (3.1), tem-se

Pxi→xj
≈ P

(
N∑

i=1

(|ai|2 − |bi|2) > ||g||2 sin α1

)
, (3.2)

onde se assume sin α1 6= 0 (note que para Υ = INT existem no máximo M ângulos

principais diferentes, de multiplicidade N). No caṕıtulo 2 deduziu-se a expressão da PEP

para o regime de alta SNR e T ≥ 2M . Para M = 1 e Υ = INT , esta é dada por

Pxi→xj
= Q

(
1√
2
||g|| sin αij

)
. (3.3)

As equações (3.2) e (3.3) mostram que a probabilidade de decidir a favor da xj quando

foi enviado xi depende do canal g e da geometria relativa entre os códigos xi e xj . Como

Pxi→xj
= Pxj→xi

as PEPs são simétricas, o que permite obter uma métrica intuitiva

para o desenho de códigos. Ao analizar a PEP nos casos extremos (baixa e alta SNR)

quer-se que os códigos xi e xj estejam o mais separados posśıveis, i.e., o problema de

encontrar bons códigos traduz-se uma vez mais no problema conhecido de empacotamento

em espaços projectivos complexos [27].

Infelizmente, é muito dif́ıcil propor um critério para o desenho de códigos a partir

de (3.1), quando M > 1 e Υ 6= ITN . A principal razão prende-se com o facto de as PEPs

não serem simétricas neste caso. Assim, recorre-se uma vez mais a um limite superior

sobre a PEP. A partir de (3.1), é posśıvel obter a seguinte desigualdade,

PXi→Xj
≤ P

(
Z > ||g||2 λmin (Lij)

)
, (3.4)

onde Z =
∑MN

m=1
|am|2. O limite (3.4) permite assim propor um critério para o desenho

de códigos. Os resultados obtidos experimentalmente permitem confirmar a sua eficácia.

Construção de Códigos. A partir do código C = {X1,X2, ...,XK}, obtém-se o seguinte

problema de optimização

C∗ = arg max
C ∈ M

f(C) (3.5)

onde

f : M → R, C = {X1, . . . ,XK} 7→ f(C)

e

f(C) = min{fij(C) : 1 ≤ i 6= j ≤ K}

com fij(C) = λmin (Lij). O código C pode ser visto como um ponto do espaço

M = {(X1, . . . ,XK) : tr(XH
k Xk) = 1}.

É-de notar que o critério para o desenho de códigos (3.5) é equivalente ao que foi aprese-

ntado no caṕıtulo 2, ver (2.11), no regime de alta SNR. Assim, o algoritmo apresentado

na tabela 2.1 vai ser também usado nos casos a seguir estudados.
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3.3 Resultados

Devido ao limite máximo de páginas e sem perda de generalidade, apresentam-se apenas

os resultados das simulações para o caso do rúıdo branco no espaço e colorido no tempo.

A figura 3.1 mostra o resultado da simulação para T = 6, SNR = -6 dB, ρ=[ 1; 0.85; 0.6;

0.35; 0.1; 0 ]. A linha cont́ınua, a tracejada-pontilhada e a linha a tracejado representam o

desempenho das constelações com oito pontos obtidas com o algoritmo proposto, que são

adaptadas à estat́ıstica do rúıdo, quando o receptor GLRT é implementado para M = 1,

M = 2 e M = 3, respectivamente. A linha pontilhada com o śımbolo “+” representa o

desempenho das constelações com oito pontos que foram constrúıdas para o caso do rúıdo

branco no espaço e no tempo, i.e., Υ = E[vec(E) vec(E)H ]= INT , quando a detecção é

feita mediante o uso do receptor GLRT e M = 1. A linha cont́ınua com o śımbolo “+”

representa o desempenho das constelações com 17 pontos obtidas, adaptadas à estat́ıstica

do rúıdo e M = 1. A linha tracejado com o śımbolo “o” representa o desempenho das

constelações obtidas com 17 pontos, constrúıdas para Υ = E[vec(E) vec(E)H ]= INT e

M = 1. Ambas as constelações de 17 pontos fazem uso do receptor MAP, com priors não-

uniformes [47] (constelações com um ponto na origem com probabilidade 1

2
, e restantes

pontos na esfera com probabilidades iguais).

Ao comparar o desempenho das constelações de 17 pontos propostas, com as con-

stelações não adaptadas construidas para Υ = ITN , os resultados para uma SER de

2 · 10−4 permitem concluir que, os códigos adaptados obtêm um desempenho equivalente

usando menos duas antenas no receptor. Verifica-se igualmente que, para uma SER de

2 · 10−4, e M = 1, os códigos adaptados de 8 pontos permitem igualmente poupar duas

antenas, quando comparados com os códigos não adaptados constrúıdos para Υ = ITN .

A figura 3.2 mostra o resultado das simulações para T = 8, K = 32, SNR = -10 dB e

ρ=[ 1; 0.8; 0.5; 0.15; zeros(4,1) ]. A linha continua representa o desempenho constelações

propostas para M = 1, que são adaptadas à estat́ıstica do rúıdo. A linha continua com

o śımbolo “o” representa o desempenho das constelações adaptadas para M = 2. A linha

tracejada representa o desempenho das constelações propostas para M = 1, adaptadas a

ρ=[ 1; zeros(7,1) ]. A linha tracejada com o śımbolo “o” representa o desempenho das

constelações propostas adaptadas a ρ=[ 1; zeros(7,1) ], para M = 2. Todas as constelações

fazem uso do receptor GLRT. Pode concluir-se que, para uma SER de 10−2 os resultados

obtidos permitem poupar 6 antenas do lado do receptor, quando comparados com conste-

lações propostas para M = 1, adaptadas à estat́ıstica do rúıdo com as constelações não

adaptadas constrúıdas para Υ = ITN e M = 1.

Para terminar, a análise das figuras 3.1 e 3.2 permite concluir que, no caso do receptor

GLRT e no regime de baixa SNR, devem-se construir códigos apenas para uma antena

de transmissão, adaptados à estat́ıstica do rúıdo. No caso em que o canal obedece a

uma distribuição estat́ıstica de Rayleigh não correlacionada, mostra-se que estes novos

códigos são também úteis no caso em que se empregam receptores MAP, que descodificam

constelações com priors não-uniformes.
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T = 6, SNR = −6 dB, ρ = [ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; 0 ]

N (Number of receive antennas)
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R

GLRT receiver, K=8, M=1, codes adapted to ρ = [ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; 0 ]
GLRT receiver, K=8, M=2, codes adapted to ρ = [ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; 0 ]
GLRT receiver, K=8, M=3, codes adapted to ρ = [ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; 0 ]
MAP receiver, K=17, M=1, codes adapted to ρ = [ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; 0 ]
GLRT receiver, K=8, M=1, codes adapted to ρ = [ 1; zeros(5,1) ]
MAP receiver, K=17, M=1, codes adapted to ρ = [ 1; zeros( 5,1) ]

Figura 3.1: Categoria 2 - rúıdo branco no espaço e colorido no tempo: T = 6, SNR = -6 dB,
ρ=[ 1; 0.85; 0.6; 0.35; 0.1; 0 ]. A linha cont́ınua, a tracejada-pontilhada e a linha tracejada -
constelações com oito pontos que são adaptadas a estat́ıstica do rúıdo para M = 1, M = 2 e
M = 3, respectivamente. A linha pontilhada com o śımbolo “+”-constelações com oito pontos que
foram construidas para o caso do rúıdo branco no espaço e no tempo Υ = E[vec(E) vec(E)H ]= INT

e M = 1. A linha cont́ınua com o śımbolo “+”-constelações com 17 pontos que são adaptadas a
estat́ıstica do rúıdo e M = 1. A linha tracejada com o śımbolo “o”-constelações com 17 pontos
que foram construidas para Υ = E[vec(E) vec(E)H ]= INT e M = 1. Constelações com 8 pontos
usam GLRT receptor. Constelações com 17 pontos usam MAP receptor.
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T = 8, K = 32, SNR = −10 dB, ρ = [ 1; 0.8; 0.5; 0.15; zeros(4,1) ]
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GLRT receiver, M = 1, codes adapted to ρ = [ 1; 0.8; 0.5; 0.15; zeros(4,1) ]
GLRT receiver, M = 2, codes adapted to ρ = [ 1; 0.8; 0.5; 0.15; zeros(4,1) ]
GLRT receiver, M = 1, codes adapted to ρ = [ 1; zeros(7,1) ]
GLRT receiver, M = 2, codes adapted to ρ = [ 1; zeros(7,1) ]

Figura 3.2: Categoria 2 - rúıdo branco no espaço e colorido no tempo: T = 8, K = 32, SNR = -10
dB, ρ=[ 1; 0.8; 0.5; 0.15; zeros(4,1) ]. A linha continua-constelações para M = 1 adaptadas ao ρ=[
1; 0.8; 0.5; 0.15; zeros(4,1) ], a linha continua com o śımbolo “o”-constelações para M = 2 adaptadas
ao ρ=[ 1; 0.8; 0.5; 0.15; zeros(4,1) ], a linha tracejada-constelações para M = 1 adaptadas ao ρ=[
1; zeros(7,1) ], a linha tracejada com o śımbolo “o”-constelações para M = 2 adaptadas ao ρ=[ 1;
zeros(7,1) ]. Todas as constelações usam GLRT receptor.



Caṕıtulo 4

Conclusão

O trabalho apresentado pode ser dividido em duas partes: regime de alta e baixa SNR.

No caṕıtulo 2, foi introduzida uma nova técnica sistemática de desenho de STC para

sistemas de comunicação multi-antenas não-coerentes. Em comparação com outras abor-

dagens, a matriz do canal foi modelada como um parâmetro determińıstico desconhecido.

Não se restringe a aplicabilidade desta abordagem ao assumir um determinado modelo

estocástico. Foi permitida ainda uma estrutura de correlação arbitrária para o rúıdo de

observação gaussiano. No caso de rúıdo colorido, as simulações mostraram que os STC

obtidos com o método aqui proposto ultrapassam significativamente o desempenho dos

códigos anteriormente conhecidos. Para o caso especial do rúıdo branco espácio-temporal,

os códigos apresentados no presente trabalho, recuperaram a estrutura unitária previa-

mente conhecida. Para este cenário espećıfico e para M = 1, mostrou-se que o problema

de encontrar bons códigos coincide com o problema bem conhecido de empacotamento

no espaço projectivo complexo. Foram comparadas as melhores configurações dos códigos

propostos, com os códigos apresentados em [27] e o limiar de Rankin. Verifica-se que os

melhores resultados conhecidos são ultrapassados e, nalguns casos, os códigos aqui apre-

sentados atingiram mesmo o limiar de Rankin. Apresentou-se também uma análise teórica,

que conduziu a um limite superior para a PEP no cenário de alta SNR.

No caṕıtulo 3, ao contrário da maioria das abordagens feitas no regime de baixa SNR,

assumiu-se que o canal é determińıstico, i.e., nenhum modelo estocástico se lhe encontra

associado. Foi apresentada uma análise da PEP no regime de baixa SNR para o receptor

GLRT, e o critério de desenho de códigos, que toma em linha de conta a informação sobre

a correlação do rúıdo. Para o caso especial de uma única antena de transmissão e rúıdo

gaussiano branco espácio-temporal, foi demonstrado que, o problema de encontrar bons

códigos corresponde também ao conhecido problema de empacotamanto no espaço pro-

jectivo complexo. Foram apresentadas novas constelações espácio-temporais para cenários

espećıficos de redes sem fios. Mostrou-se igualmente que se devem construir códigos para

apenas uma antena de transmissão, que estejam adaptados à estat́ıstica do rúıdo. As

simulações mostram que, estes novos códigos são também úteis para os receptores MAP

que descodificam constelações com priors não-uniformes.
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